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Soit A une algebre de Banach de fonctions continues sur un espace 
compact X separant les points et contenant les constantes, munie d’une 
notee 11 /iA . 
Si K est un ferme de X on note IK l’ensemble des elements de A nuls 
sur K. 
Soit Kl et K, deux fermes de X, on Ctudiera la somme 
en particulier pour savoir a quelle condition cette somme est un ideal 
ferme. 
On s’interessera principalement au cas oti A est une algebre 
uniforme sur X et oh Kl et K, sont certains ensembles particuliers 
(Section II). On liera aussi cette somme a la construction de sous- 
algebres de A et enfin dans la Section IV on presente des exemples 
illustrant l’etude faite; on r&pond en particulier a un probleme pose 
dans [2, p. 1271. 
I. Considerons l’algebre quotient A/IKlvK, , cette algebre de 
Banach s’identifie a l’algebre des restrictions de A a Kl u K, , A = 
A/K, u Kz munie de la norme quotient: llfllx = {inf 11 F jIA ; F E A 
F = f sur Kl u K,}. 
Soit n I’application canonique A -+ A et notons j’ 1’ClCment n( f) = 
fK u Kz > on verifie que IK, + IK, est ferme dans A si et seulement si 
17(IK1) + rr(l,s) est ferme dans a. 
Considerons l’application T den(&) x n(IKs) dans17(1,1) + n(lKs) 
definie par: 
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Cette application est bijective et pour que17(&) + n(l,*) soit ferme il 
faut et il suffit que F;-l soit de norme bornee. 
Done on a l’equivalence des trois propositions suivantes: 
(i) (a) l(K1) + I(&.) ferme 
(b) il existe c, tel que pourf, eIK4, i = 1, 2 Ilfr 112 < c Ilji +fs 11~ 
(c) ilexistectelquepourf,EIK4,11Q/~<cl~f; +f&,i= 1,2. 
DEFINITION. Un ideal I a une unite’ approchbe bode s’il existe c tel 
que pour tout f dans I et tout E il existe e dans I avec 11 e IIR < c, 
II ef - f IL < E. 
PROPOSITION 1. Si IKl a une unite’ approche’e bornke IK, + IK, est fermk. 
Soit c la borne des unites approchees et soit f = fi + fi , fi E IKi 
i= 1,2. Pour tout E il existe e dans IR, avec 11 efi - fi /IA < E, 11 e IIA < c 
done I/ $r -fr /Ia” < E et II E/j,- < E. Or 38 = 3r5, d’oh l]3r 112 < 
II3~ll.x + E G cllJll.‘r+ 6 P our tout E done IIf1 Ilk -=c  IlA + 311~ et 
d’aprb (i) IK, + IK, est ferme. 
II. On suppose dans toute la suite que A est une algirbre 
uniforme sur un espace compact X, i.e., une sous algebre fermee de 
C(X), separant les points de X et contenant les constantes; on a 
Ilf IIA = sup2.x If @)I* 
D~~FINITION. Soit K in ferme de X. 
(1) K est ferm.4 Zariski si pour tout x non dans K, il existe f dans A 
nulle sur K, non nulle en x. 
(2) K est clos si l’algebre de restriction A/K est une algebre 
fermee de C(K). 
Le theoreme de Banach donne l’equivalence suivante 
K est clos si et seulement si il existe c, tel que pour tout f E A/K, 
Ilf II A/K G "El IfW 
(ii) 
(3) K est pit si pour tout voisinage I’ de K il existe g dans A avec 
II g IL G 1 
et 
KC(x;g(x) = l} 
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On verifie facilement que tout ensemble K pit est clos et ferme 
Zariski et est tel que I, a une unite approchee bornee; on a done le 
corollaire de la Proposition 1: 
COROLLAIRE 1. Si K1 est pit, K, quelconque IK, + IKz est ferm.4. 
PROPOSITION 2. Si K1 et K, sont deux fermbs de X tel que K1 u K, 
soit clos Ix, + IKz est fermi. 
Si fi E IK, i = 1,2, on peut Ccrire d’apres (ii) 
G c llfi +f”, IIAIK1”KZ 
et d’aprts (i) IK, + IKa est fermi. 
PROPOSITION 3. Si K1 et KS sont clos, les deux propri&% suivantes 
sont t?quivalentes 
(1) IK, + IK, ferme; 
(2) K1 u K, ~10s. 
La Proposition 2 nous dit que 2 ---f 1. Demonstrons l’implication 
inverse. La lettre c designera toute constante ne dependant que de K1 
et Kz . Soit f dans A 
pour tout E il existe g E A g/K, = f/G 9 Ilgll, < “y If(x)1 + Es 
il existe h E A W, = g - flK, 9 II h IIA < c sg; l(g -f )@)I + E. 
hs’Ccrith=h-g+f+g-favech-g+fEIKB,g-fEIK1. 
D’aprCs (i) et utilisant (ii) et les inegalites ci-dessus on peut ecrire 
llg” -JIlA,K1”K2 < c II fs II A/K,wK, < c I/ h I/A < c k;p l(g -f)(x)/ + E 
Soit 
IIPIIAIK~K~ < IIt II A K&K3 / + “K”“upK I(8 -f>l cx> + E < c ;“uK If(x)1 + 2E 
1 a 1 2 
et d’apres (ii) K1 u K, est ~10s. 
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COROLLAIRE 2. Si Kl est pit et K, clos, Kl u K, est ~10s. 
Remarque. Dans ce cas, on voit facilement que Kl n K, est clos 
car Kl n Kz est pit pour l’algebre A/K, . 
PROPOSITION 4. Si Kl est pie et K, clos, IK, + IKS = IKinK, , 
Soit f un Clement de I KInx% , soit E quelconque, soit V un voisinage 
de Kl tel que V n K, C (x; 1 f (x)1 -=c E>, en considerant la fonction pit 
g correspondant a ce voisinage, il existe n tel que supfca 1 fgn(x)j < c; 
K, &ant clos, il existe une constante c(K,) et une fonctron fi telles que 
llfi IIA < c(K& et fg” -f2E1K2 - 
f s’ecrit f = f (1 - g”) + (fg” - fi) + fi ; f (1 - g”) appartenant 
a IK, , on en deduit que l’ideal IKI+Ka est dense dans IKInK, ; mais c’est 
aussi un ideal fermi d’aprb le Corollaire 1. La Proposition 4 est done 
demontree. 
III. D~NITION. Soient A et B deux algebres avec A C B; 
on appelle conducteur de B dans A l’ideal S de A defini par 
S = {f ; fB C A}. On definit de mCme le conducteur de I dans I’ 
oh I et I’ sont deux ideaux d’une algirbre A. 
Soit A une algebre de Banach de fonctions sur X et K, et K, deux 
fermes de X tels que Kl u Kg = X. 
Considerons l’algebre B = A/K, @ A/K, ; B se realise comme 
algebre de fonctions sur X, union disjointe de Kl et Kz 
X=lT+JR2 $=Ki, i= 1,2 ITI n R, = 0 
Soit 17 l’injection canonique de A dans B et 71 l’application 
K<-+l?, . 
PROPOSITION 5. Le conducteur L de B dans 17(A) est 17(IKl + IKI). 
Soit f un Clement de L, considerons l’eltment g de B nulle sur &?r et 
Cgale a 1 sur I& . 
f s’tkrit f = fg + f (1 - g) et par hypothbe fg et f (1 - g) appar- 
tiennent a II(A) dont en fait a II(IK1) et II(I,J, respectivement. RCci- 
proquement soit f = l7( fi) + l7( fi) oh fi E IKi i = 1, 2 et soit g un 
Clement de B, on a: 
g/a = mi)lK oh g, est dans A 
et&est~gal~~7(flg2) + Wfsgd d one appartient &D(A) et f est dans L. 
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Soit W la relation d’equivalence qui identifie tous les couples or et 
T-~(X) oh x est dans Kr n K, et A’ l’algebre des elements de B constan- 
tes sur les classes de 9. On peut definir A’ par A’ = {fi E U(X); 
f/K:,EA/Ki, i = 1,2). 
PROPOSITION 6. Le conducteur J de A’ dans A est bgal au conducteur 
J’ de IK nK dam IK1 + IK, . 
Nous alion; montrer que J et J’ sont tous deux Cgaux a l’ideal J” defini 
Par 
En effet on a trivialement J’ C J”. Reciproquement, soit f un Clement 
de J” et g un Clement de IKInK, ; par hypothbe fg/K, C IKSIK1 , il existe 
fi dans IK1 et fi dans IKa tels que fg = fi + f2 , done f est dans J’. 
D’autre part si f est dans J et g’ est dans lK1,,/KI la fonction g definie 
par g = 0 sur Ks et g/K, = g” est dans B; done fg est dans A done en 
fait dans IK2 et f/K, . g” E f5~lK1 ; done f est dans J”. 
Reciproquement tout element g de A’ s’ecrit g = g, + g, oh g, est 
dans A et g, est un Clement de A’ nulle sur Kl ; et J est Cgal P J” defini 
par J” = {f;fEA;VgEA’g = 0 sur K,; fgEA}. Soit doncf un 
Clement de J” et g un Clement de A’ nul sur K, ; g/K1 est dans 
I K,nK,/K, done fglK1 E IKS/K1 ; il existe done h dans IK, telle que 
fg/rC, = h/K, mais fg/K, = h/K, = 0 done fg = h et fg est dans A 
done f est dans J”’ done dans J. C.Q.F.D. 
En particulier A est Cgal a A’ si et seulement si IKInK, = IK, + Ix, 
car dans ce cas les conducteurs consider& sont Cgaux B A. 
IV. On va considerer des exemples illustrant les propositions 
ci-dessus. 
(1) En liaison avec les Propositions 3 et 6, si Kl , K2 , Kl u K, sont 
clos sans que Kl ou K, soient pit, l’ideal ferme I$ + I!* peut &tre 
distinct de IKInK, mCme dans le cas oh Kl n K2 est pm. En effet 
considerons une algebre uniforme A et M un ideal primaire non 
maximal contenu dans l’ideal maximal I, , x appartenant au spectre X 
de A. 
Soient A, et A, deux copies de A et A, $J A, est une algebre 
uniforme sur l’union disjointe de deux copies de X, XI , et X, . 
Soit I& l’application canonique de A dans Ai . 
Soit B = {f; f E A, @A, ; I?,(f/X,) - L!,(f/X,) EA}. 
On verifie facilement que B est une algebre uniforme de spectre 
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XI u X,/99 oh 9%’ consiste a identifier les deux points x1 et xg images de 
x dans XI et X, , respectivement. 
On designe par T?r, Xa , et x” les images XI, X, , et x1 dans le 
spectre de B, xl n X, = {i!}. 
XI , Xa , XI u X2 sont clos done IX, + IX, est ferme. 
CT1 +I& ={f;fER ~i(f/Xi)~~, i = L2) 
et 
Ces deux ideaux sont distincts. 
Cette construction est une generalisation du cas ou on considere 
deux disques D, et D, disjoints dans C et l’algebre B des fonctions 
continues sur D, et D, analytiques a l’interieur de chacun des deux 
disques et qui prennent la m$me valeur ainsi que leurs d&iv&es aux 
deux centres x1 et xg des disques. L’idCal somme consider-6 ci-dessus 
est l’ensemble des fonctions qui sont nulles ainsi que leurs d&-i&es 
aux deux points x1 et x2 alors que le second ideal est l’ensemble des 
fonctions nulles en x1 et xs et dont les d&iv&es ont la m&me valeur en 
x1 et xs . 
La contruction s’applique en prenant pour A l’algebre standard 
A(D) du disque et pour M un ideal primaire non maximal contenu 
dans l’idtal maximal II ; 1 est un point pit et son image dans SpB est 
aussi un point pit mais les deux ideaux consider& sont differents. 
Cette construction donne l’exemple d’algebres B verifiant les 
conditions suivantes: le spectre A& de B est obtenu a partir de deux 
compacts X et Y en identifiant un point de X et un point de Y; le 
point identifie est un point pit; et il existe une fonction f de V(J&‘~) 
telle que fix E B,, ; B,, E f ,r mais f $ B; ceci r&pond a une question 
de Gamelin ([2], p. 127). 
(2) En liaison avec le Corollaire 1 et la Proposition 4, si KI est pit et 
K, ferme Zariski non clos l’ideal ferme IK, + IK, peut etre strictement 
contenu dans IKInK . En effet soit S = {mn} une suite de points du 
disque D qui tend Gers le point 01 du cercle unite et qui est telle que 
son adherence s dans le spectre de H”(D) soit fermee Zariski non 
d’interpolation: par exemple S est l’union de deux suites d’inter- 
polation pour H”(D) qui n’est d’interpolation [3]. 
Soit B(S) = {f E V(S u {a>); 3F E H”(D)F = f sur S}. 
En utilisant la transform&e de Gelfand, B(S) se realisera comme 
SOMMES D’IDEAUX DANS LES ALGEBRES DE BANACH 241 
algebre des restrictions sur 3 des fonctions de H”(D) qui sont con- 
stantes sur ,‘? n Ma , M, etant la fibre de M = @H”(D) au-dessus 
de 01. 
On demontre [l] que si S n’est pas d’interpolation, il existe une 
fonction f de V(s) constante sur s n M, qui est la restriction d’une 
fonction de H”(D) mais non d’une fonction constante sur la fibre M, ; 
c’est-A-dire il existe F dans H”(D) nulle sur Mm n 3 qui ne s’ecrit pas 
sous la forme F = Fl + F2 oh F, est nulle sur s et Fl sur M, ; 
Kr = Ma est un ensemble pit pour H”(D), K, = s est ferme 
Zariski et IK, + IK, # IKInK, . 
(3) L’union de deux ensembles clos K, et K, n’est pas forcement 
close; un exemple d’un tel fait donne aussi un exemple ou IK, + IK, 
n’est pas ferme d’apres la Proposition 4. Par exemple dans H”(D) 
l’union de deux suites d’interpolation K, et K, n’est d’interpolation 
que si IK, et IK, n’appartiennent pas B un mCme ideal propre de 
H"W 131. 
(4) L’intersection de deux ensembles clos n’est pas forcement close. 
Soit A une algebre uniforme sur X et K un fermbzariski non clos de 
X. 
Soit Ai i = 1, 2, deux copies de A; A, @ A, est une algebre 
uniforme sur l’union disjointe XI v X, de deux copies de X. 
Soit I& (resp. ei) l’application Ai + A (resp. X -+ Xi) et Z% la 
relation d’equivalence qui identifie chaque couple or et T&X) oh x 
est dans K. 
Notons A la sous-algebre de A, @ A, des fonctions compatibles 
avec 9; K &ant ferme-Zariski, on verifie que A est une algebre 
uniforme sur X, U X,/g = .X; X,/9? et X,/W sont clos mais 
n’est pas clos car K ne l’est pas. 
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